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Кубические сплайны в алгоритмах цифровой обработки информации 
встроенных средств измерительных систем

Рассмотрены пршщипьі приближения и интерполяции кубическими сплайнами последовательности даннььх. Предложен алгорипш 
интерполяции значений данных для микроконтроллеров и сигнальных процессоров измерительнььх информационньсх систем. Приве­
ден пріиіер использования кубических сплайнов для линеаризации статической характеристики измерителя .иагнитной индукции с 
датчиком Холла.

Розглянуто принципи наближення та інтерполяціїкубічии.ии сплайнами послідовності датах. Запропоновано алгорит.ч інтерполяції 
значень даних для .иікроконтролерів і сигнальних процесорів вилпрювальних інерормаційних систе.и. Наведено приклад використання 
кубічних сплайнів для лінеаризації апатичної характеристики віипрювача магнітної індукції з  датчико.и Холла.

Возможности микроэлектроники II цифровых 
методов обработки сигналов основательно измени­
ли принципы построения измерительных инфор­
мационных систем. Предпочтительными оказыва­
ются методы и средства измерешп!, которые кон­
диционируют собственно измерительную инфор­
мацию, зачастую оставляя за обработкой измери­
тельного сигнала л и ть  его усиление и преобразо­
вание в цифровую форму. Обработка измеритель­
ной информации встроенными в измерительные 
информационные системы микропроцессорами и 
сигнальными процессорами производится вычис­
лительными алгоритмами цифровой фильтрации, 
корреляции, спектрального анализа и др. Особое 
место в этом ряду занимает приближение функ­
циями последовательностей данных, что позволяет 
их интерполировать и сглаживать, численно диф­
ференцировать и интегрировать, осуществлять 
другие линейные и нелинейные преобразования. 
Интерполягщя дискретных данных в условиях ог­
раниченности ресурсов встроенных средств требу­
ет эффективной организации вычислений.

Целью настоящей работы является разработка 
алгоритма аппроксимации и интерполяции дан­
ных кубическими сплайнами для микропроцессо­
ров и сигнальных процессоров, в котором вектор 
рещепий системы уравнений или отдельные его 
элементы определяются без использования мат­
риц данных.

Формирование непрерывной функции из пос­
ледовательности дискретных значений в общем 
случае имеет множество решений. Среди этих 
функций огибаюгцими называются те из них, ко­
торые совпадают со значениями исходнш"! после­
довательности данных. Наилучшим приближени­
ем можно считать, например, ту из огибающих, 
которая могла бы быть описана дифференциаль­
ным уравнением с наименьшим порядком из воз­

можных [1]. Такую огибающую функцию называ­
ют основной. В этом смысле близкой основным 
огибаюгцим является и приближение табличных 
функций полиномами [7].

Формула интерполяционного полинома Лаг­
ранжа имеет вид:

(х-х^)(х-х^)... (Л--Л-Д,)
- л - 1 ) ( А о - х , ) ... (л;о

(Л--.Уо)(.У-Л-2) -  (Х-Хд,)

(.У̂  ̂—-У^^)(.У  ̂—Х ^ )  ^

(х-х„)(х-х^)... (х-х,у_,)
( 1)

+
(•V '^-1^

N N

/= 0  5=0
5̂ І

г П  - 1-1

5-= о
5̂ І

Иначе задача интерполяции решается кусоч­
но-полиномиальной системой сплайнов. Пусть 
для значений й=Хц<х^< ...Хд,_̂ <̂Хд,=Ь, 1=0...N
определена функция /(х^ =у.. Согласно [3,4,8] 
сплайном степени т называют функцию 5(х), кото­
рая удовлетворяет следующим условиям:

— длях£[х,,х . ^ 5(х)=8.(х) — полином сте­
пени <т\

— производная порядка /?г — 1 сущест­
вует и непрерывна во всех внутренних точках

5;”71)(х)= 1т^ ,+ 5 ;::\- ')(х ) . (2)
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Ограничим задание сплайна 5 следующими
условиями:

~  на интервале сплайн 5(д') является
полиномом 5.(х) третьей степени, т.е. кубическияг.

5.(х)=^.х + В . X " + С - Х + О .п  ' I і I I ’ (3)

— в точкахх,, 1=0... N  сплайны 5.(х) принима­
ют значения исходной функции;

5 .(х.)=у.; ■5’-(х., ,)=у., . ;Л Г “ г ’ г' г+ 1'' - і + I ^ (4)

— в точкахX., і = 1... Л/"-1 сплайны 5.(х) имеют 
непрерывную первую производную:

(5)

5/'Ст)=3'," Л.Г +у
/х-хЛI

г+1
\ / (6)

5 . "  =

0. .х -х . а. , ,х=х. ,I -  1 ’ г -  ]

/в-Ах
(7)

А.(х.)=у/' А х-/6~С .Ах= у.;
(9)

5,.+1 (ф.)=3’.+1'' Ах-/6+О.Ах=у.^^ , 

откуда следует

САг=у.” Л.т“/ 6 - у . ; О.Ах=\’., , - у . ,  Ах~/6.
( 10)

Преобразуем (8), подставив полученные выра­
жения ( 10)

Л-(х) = |(х-х.) Гу';.^ , ( (х- х,,)--Аг2) +6у.^ 1 -
( 11)

1) ( (х -х ,^ , )2- Д г )  + 6г.] } /6А1-.

Первая производная интерполирующей функ­
ции ( 11) определится формулой

Поскольку 5(Л'Р есть кубический полином, то 
его вторая производная линейна относительно х. 
Используя формулу интерполяционного полино­
ма Лагранжа (1) первого порядка, запишем

5'(-г-)=)',„
^ х - х /  _ДХ-Х,^,)“

—V2 Ат -7’ 2Аг +

+
(х. , V., ,''А ї) ( V, \-’.” А\Л'г +1 'г +1 І ‘ 1

Аг 6 Ах 6
V (

( 12)

Производная (12) в граничных точках /-і'о ин­
тервала примет значения

Сплайны 5.' '(х), ^ ' '(х) в граничных точках
интервалов /, / - 1  принимают значения

5'.(х) =
8 «  ̂ ^

I . , , , Х=Х._̂  , ’ І-  -I ~ 0,, х=х. 1+1 ’ г+1 I г ’ I

т.е. вторая производная сплайна непрерывна в точ­
ках 1 = 1... А - 1.

Интерполирующая функция может быть опре­
делена двукратным интегрированием (6)

1 3/+1-3)
( , 7 ' 1) + '- -К Г '^ = Х  •

( 7"<) ̂  + -дг- чг (I»'
Используем выражение (13&) для определения 

значения производной в правой граничной точке 
х=лз предыдущего, [ / - 1]-го интервала простым пе­
реназначением индексов

5', ,(Х.) =г-1 '- I'
1 1 
7'',-+7'1-| Ат + ■г - г-1

Ах (14)

Подстановка ( 13я) и (14) преобразует условие 
( 5 ) к виду

и после преооразовании представлена в виде

+ С. (х-х.^  ̂  ) +В. (х-х. у  (8)

В граничных точках интервала функция (8) 
принимает значения:

1'", ,+4г''.-И ’” . • / -  1 - = 6 |, - ,+ 1 -(З і­

лля / = 1... А -  1

1/Дх-

(І5 )

связывая значения в трех точках исходной функ­
ции со значениями ее второй производной в этих 
же точках.

Дополнив систему А - 2 уравнений (15) нуле­
выми условиями для вторых производных началь­
ной х„ и конечнойX.,точекN

5''о(Ло)=>’’'1щОг 5'(.^__,(Х^=3''',.,,=0, (16)гУ- 1 '.УІ гУ
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получим систему натуральных кубических сплай­
нов [7]. Здесь ограничимся рассмотрением только 
натуральных сплайнов. Система неоднородных ли­
нейных алгебраических уравнений (15) может 
быть представлена произведением несингулярной 
симметричной трехдиагональной матрицы систе­
мы А (М—2хМ—2) со строгой диагональной доми­
нантой и вектора неизвестных ъ — значений второй 
производной у'' Правая часть является вектором
г, элементы которой определяются из правой части 
(15) значениями последовательности данных. Та­
кая система уравнений совместна и определенна, 
т.е. имеет однозначное решение.

'4 1 0 0 ... 0'
1 4 1 0 ... 0
0

0 0 1 4 1

1» 0 0 1 4
)

\

>'"2

Я - 2

/ г

Д.Т"

}’і-2г,+У з

.Ул , _ з - 2 % - 2 + > ) у - 1

V

Решение системы уравнений (17) целесооб­
разно искать методом исключения Гаусса по раз­
ложению Холецкого [2,5], представляющего собой 
последовательность нескольких процедур. Общая 
схема решения предполагает разложение систем­
ной матрицы А-г=г на произведение верхнетре­
угольной матрицы и, диагональные коэффициен­
ты которой равны единице, и нижнетреугольной 
матрицы Ь

А = Ь и .

После разложения дважды выполняют обрат­
ную подстановку

Ш 2=г; 112=й; Ьй=г , (18а,186,18с)

определяя сначала (1 из (18с), а потом и решение ъ
из (186), т.е.

“о.о ®0 ,0’ “о,1 ^0 .1’ 1̂.0 ®1.0 ^“о.О’

]=0. . .М-2.

Упростим (19), исключив значения нижней тре­
угольной матрицы Ь,

« 1̂ 1 = 1; "о.1 ®0,1 ^^0.0

и. . ,̂ = ( а. .-и. , А  ̂= ) “ А

и.. _ =а. . -и.  , ,=4-N-224-2 1,1 ,1-1,1

j=0. . .N-2.

-и.  , .;
(20)

Верхняя треугольная матрица для N=6 примет
вид:

'1 0,25 0 0 0 '
1 0,26667 0 0

и = 1 0,2678 0 • (21)
1 0,26794

1 3,73206

и. ,=а. . Л1. , к. . =а. 1. ,̂ .=а.^, ./и.
л/ JJ  Л/“ 1 ,/•./+1 J■ J+І J+^■ J J+І-■ J JJ

" л / '- 2 А ^ - 2  ^ N - 2 N - 2  ^ N - 2 Л - 3 ^ ‘N - З Я - 2  ’

Поскольку преобразования относились к 
системной матрице — одному из сомножителей 
левой части уравнения (15), — то необходимо пре­
образовать таким же образом и правую часть. Ме- 

(17) тод исключения Гаусса предусматривает построч­
ные преобразования, когда выбираются и последо­
вательно нормируются строки матрицы первым 
ненулевым элементом той же строки. Назовем эти 
строки текущими. Преобразованиям в текущей 
строке претерпевают два ненулевых элемента, при­
надлежащие главной диагонали и верхней субдиа­
гонали. Согласно методу, после нормирования к- 
ой текущей строки преобразовываются и осталь- 
ные6+1 ...N—2 последующие строки. В нашем слу­
чае с каждой текущей строкой преобразовывается 
только одна последующая строка. Из последующей 
строки вычитается нормированная текущая стро­
ка, умноженная на первый ненулевой коэффи­
циент последующей же строки, который является 
элементом нижней субдиагопали и равен единице.

Очевидно, что процедура вычисления значе­
ний второй производной должна вюпочать следую­
щие операции:

— определение элементов верхней треугольной 
матрицы (20);

— преобразование правой части системы урав­
нений (17);

— решение системы неоднородных линейных 
алгебраических уравнений (17) обратным ходом 
метода Гаусса;

— дополнение решения уравнений значения- 
• ми второй производной в граничных точках.

Заметим, что для интерполяции данных во 
всем диапазоне допустимых значений х^<х<х^ 
процедуру получения значений второй производ- 
ной достаточно выполнить только один раз.
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Входные данные представлены вектором г, 
элементы которого определяются правой частью 
(17). Как видно из (20), (21), представление мат­
рицы и  можно оптимизировать преобразованием 
ее в вектор V, состоящий из Л̂ — 1 элементов, в кото­
ром а индексам поставле­
ны в соответствие элементы верхней субдиагонали. 
Векторы V и г, измененные в результате построч­
ных преобразований, предназначены для решения 
системы уравнений обратным ходом метода Гаус- 
са.

Процедура А получения векторов V и г описы­
вается этапами:

1 . r^=Ыy .̂_^-2yJ.Л-y^^ )̂/^x  ̂ дляк=1...N -1 .

2 .  Шр=4.

3. V =(тр~

'к+1  А̂-+Г

tlnp=4~v^, 
для к=0...М-3.

4 .^ ^ ~ 2= 4-г,

“N-1 И- -1 ’ ’N - 2  ^^'ы - 2  '

функции Лх.)=у., /(,г.^р=\А^ |. Возможно одно­
временное вычисление интерполированных значе­
ний первой производной по формуле (12) для те­
кущего номера / интервала.
Здесь Шр — переменная для хранения промежу­
точных данных.

Вектор V различных значений/V, вычисленный 
на этапе 3 процедуры А, определится выражениями

у =

^0,2500000^
0,2666667
0,2678571
0,2679426
3,7320574

для П=Ь\

У =

Процедура В, реализующая обратный ход ме­
тода Гаусса, размещает результат в векторе г. Ее 
описание получит вид:

1- 2о=.1’

ДЛЯ Л /= 9 .

'^■ Ч = У "к= ’'к - Г У " к + Л к ~ 1  к = М -2 .. .  1.

Процедура С расчета интерполированных зна­
чений по формуле (11) предусматривает определе­
ние номера интервала / для заданного значения 
независимой переменной .гЕ[.г., х._̂  Ĵ] целочислен­
ным делением /=А' \  Лг и граничных значений

0,2500000)
0,2666667 
0,2678571 
0,2679426 
0,2679487 
0,2679492 
0,2679492 
3.7320508

\

Устойчивость вычисления, равномерная но д' 
сходимость сплайна и его производных к интерпо­
лируемой функции определяют предпочтения в 
применении по сравнению с полиномиальной ин­
терполяцией [2].

в качестве примера рассмотрим линеариза­
цию экспериментально определенной статической 
характеристики датчика Холла с использованием 
описанных процедур. Для эксперимента выберем 
8Р1СЕ-модель схемы (рис. 1, а), включающей дат­
чик Холла и[ с активной нагрузкой К1 на его 
сигнальных выводах ±УН и компенсацией напря­
жения нсэквинотенциалыюсти постоянным на-

1,10011

б
Рис. 1
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пряжением -85 ,47  мкВ источника VI. Измери­
тельный сигнал усиливается управляемым напря­
жением источника напряжения £1 с коэффициен­
том усиления GÆN= 1000. Статическая характе­
ристика SPICE-моделп V{B) определялась для ин­
дукции магнитного поля В, изменяющейся в пре­
делах - 3 0  кГс (-30 А) ... +30 кГс ( + 30 А) [6] с 
шагом ОД кГс.

Из последовательности данных data., 
i=0...N , А =600 выбраны равноотстоящие точки 

, к=0...т, /и=6 (рис. 1, б), которые 
использовались в качестве исходных для кубичес­
кой снлайп-пптерполяцпи, описанными выше 
процедурами. Выбранные точки имитируют ре­
зультаты физического эксперимента по определе­
нию отдельоы.х точек характеристики реального 
преобразователя на этапе создания измерительной 
системы.

Линеаризация осуществляется нелинейным 
преобразованием выходного напряжения датчика 
Холла функцией, обратной статической характе­
ристике преобразователя, т.с. V~ ^{В). Эта функция 
задается исходными точками в новой системе ко­
ординат, в которой независимой переменной явля­
ется напряжение V=VHx GAIN, зависимой — маг­
нитная индукция ВИп (рис. 2).

Первая часть уравнений (17) определяется на 
этане 1 процедуры А. Элементы вектора г показаны 
на рис. 3. а. Элементы верхнстрсушльной матрицы 
и, преобразованные на этапах 3,4 процедуры А в 
вектор V, и вектора г — оравой части уравнения

B ln
•  •  I

30

34

18
13

б
О

-б
-1 3

-II
-34

-30-0.3J -0.13 о
V

0.13 0.33

Рис. ;

(17), — расположены в иорядке-возрастания номе­
ров II показаны на рис. 3, 6 и 3, в соответственно.

Результа'П'м ироцс.иуры В, реализующей об- 
ратаьпй ход метода Гаусса, являются значения вто- 
ро11 прошводно!) в исходных точках. Вектор г кро­
ме зпаченшй второй производной содержит также 
пулевые граничные значения. Графически элемен­
ты этого вектора показаны па рис. 3, г.

Абсолютная ошибка интерполяции 
£.=В Ип—В..  1=0... бОО не превышает величины,
равной 0,05 кГс, во всем диапазоне изменений ин- 
дукщш магнитного поля В^.=0,1/ — 30 кГс (рис. 4). 
Ошибка аппроксимации в исходных точках равна
целю.

0.02 - - т ^ т  ■ г 4
к0.01 t 3 ^  —

% щ.
•  •  •  0 к  - •  •  •  2

-О Ш  

jfi т

ж -  
м 1

п с  ж  X  ж  , ■

J-M  " 3-lD — Г Т “ !  Г'" 1 1

3 5 - м ‘ * M D -‘ = Ж

%
( к %

•  •  •  0 “  М
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v.={tmp) tm p= 4-v  для A'=0.../V-3;

P ile. 4

Выводы.!. В оптимизированном алгоритме 
интерполяции вектор решений системы урав­
нений или отдельные его значения определяются 
без использования матриц данных, что понижает 
требования к вычислительным ресурсам встроен­
ной системы.

2. При обработке данных с неизменяемым 
числом исходных точек можно несколько увели­
чить быстроде11Ствие заданием вектора V на этапе 
проектирования измерительно!! системы. Его зна­
чения вычисляются но формулам процедуры А

Вектор г определится вычисления­
ми в процессе интерполяции по формулам той же 
п р о ц е д у р ы 1 для к=0...N -3 .

3. Эффективность использования алгоритма 
показана на примере коррекции статической ха­
рактеристики измерительного преобразователя.
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До уваги читачів журналу!

в  журналі "Технічна електродинаміка” № 1 та 
Ne 2, 2007 рік було допущено такі помилки;

“  в № 1: ініціали співавтора статті "Эиергоэф- 
фективіюсть коррекции фазы тока и компенсации 
пульсаций активной и реактивной мощностеіі is 
трехфазной системе электроснабжения" замість 
Ильина ОА. — Ильина (З.В.;

— в №і 2: назва статті Клеііікова В.Б., Асмолової 
Л.В. та Обруч І.В. "Срывныефрикционные (замість 
"функциональные") автоколебания в электроме­
ханических системах и их устранение".

Редакція нріишшть свої вибачення авторам та 
читачам жуїіналу.
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